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Herr Prof. Fuchs behandelt in seiner Arbeit (Berichte der 
Berliner Akademie 1895, S. 901 ff.) folgende. Aufgabe: Man 
gehe von einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung (Ä) mit Coefficienten, die rationale Functionen der Un- 
abhängigen (x) und eines Parameters (t) sind, aus und nehme 
an, dass das Fundamentalsystem von Integralen dieser Differen- 
tialgleichung, aufgefasst als Function des Parameters, einer Diffe- 
rentialgleichung 3. Ordnung (B) mit ebenso beschaffenen Coeffi- 
cienten wie in (A) genügt, es soll untersucht werden, wann 
dieses stattfinden kann. Das Ergebnis, zu welchem Herr Prof. 
Fuchs gelangt, ist das folgende : Die beiden Differentialgleichungen 
(Ä) und (B) können nur dann bestehen, wenn entweder die 
Monodromiegruppe der Differentialgleichung vom Parameter un- 
abhängig ist, oder wenn (Ä) reductibel ist und zwar so, dass ihr 
ein Integral von der Form 

-fR(*,t)dx 

genügt. 

Diese Function Ä (#, t) ist aus den Coefficienten der beiden 
Differentialgleichungen (Ä) und (B) und Ableitungen dieser Coeffi- 
cienten nach x und t gebildet, man kann daher diesen 2. Fall 
auch so aussprechen: es sind die Coefficienten von (.4) und (B) 
und ihre Ableitungen durch eine Gleichung von der Form 
B 2 = [in der dortigen Bezeichnung] verbunden. Unsere Arbeit 
soll nun den Versuch machen, das Resultat, welches Herr Prof. 
Fuchs erzielt hat, mit Hülfe eines analogen Verfahrens auf 
Differentialgleichungen 3. und 4. Ordnung auszudehnen und 



- 6 - 

insbesondere Kriterien für etwaige Reductibilität von (A), bzw. 
(B) aufzustellen. Wir sind dabei zu folgendem Ergebnis ge- 
kommen: die beiden Differentialgleichungen von obenerwähnter 
Beschaffenheit können nur dann bestehen, wenn entweder die 
Monodromiegruppe vom Parameter unabhängig ist, oder wenn 
die Goefficienten der beiden Differentialgleichungen und die Ab- 
leitungen dieser Coefficienten nach x und t durch Gleichungen mit- 
einander verbunden sind. Solche Gleichungen können unter Um- 
ständen die Reductibilität von (A) bekunden; diese Reductibilität 
ist mithin als Specialfall zu betrachten, und wird durch das Ver- 
schwinden gewisser Determinanten, bzw. das Bestehen von ge- 
wissen Gleichungen gegeben. Diese Reductibilität äusfert sich, 
von einigen Ausnahmefällen abgesehen, darin, dass der zu (A) 
Adjungierten (bzw. 1. Associierten) ein Integral von der Form 

-/'ä (*, t) fa 

e * 

genügt. Die Ausnahmefälle, welche durch das Verschwinden ge- 

wisser Gröfsen e x gegeben werden, ergeben das Resultat, dass 
die zu (A) Adjungierte [nicht aber die 1. Associierte, auch wenn 
der Coefficient der zweithöchsten Ableitung nicht null ist] ein 
rationales Integral besitzt. 



I. 

Es sei eine homogene lineare Differentialgleichung 3. Ordnung 
gegeben, die Coefficienten sollen rationale Functionen der Un- 
abhängigen (x) und eines Parameters (t) sein; es möge vor- 
ausgesetzt werden, dass das Fundamentalsystem von Integralen 
dieser Differentialgleichung, aufgefasst als Function des Parameters, 
einer homogenen linearen Differentialgleichung genügt, deren Ord- 
nung ebenfalls die 3. ist und deren Coefficienten wiederum ra- 
tionale Functionen von x und t sind; es soll untersucht werden, 
wann dieses eintreten kann. 

Da man es stets in der Macht hat, den Coefficienten der 
zweithöchsten Ableitung in einer Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung durch eine geeignete Substitution zum Verschwinden 
zu bringen, gehen wir von der folgenden Differentialgleichung aus: 

und nehmen an, dass das Fundamentalsystem ihrer Integrale der 
Differentialgleichung: 

genügt. 

Zur Vereinfachung mögen folgende Bezeichnungen eingeführt 
werden : 
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I 

die w-malige Differentiation der Gleichung (A), bzw. (B) nach (f) 1 
bzw. (x) möge symbolisch auf folgende Weise angedeutet werden: 

d n Ä d»B 

— — — • • • • • •? 

dt» dx« ' \ 

mithin haben wir folgendes System von Gleichungen (das wir .' 

der Kürze halber mit (S) bezeichnen) 

(8 l l)+ft(l,l)+A(0,l) + 

+ |l (1 , 0)+ & ( 0,0).0 («*) 

(3,2)+ft(l,2)+A(0,2) + 

+ 2 ^ (1)1) + 2 ^ ( 0,l) + 

+ ^ (1)0)+ ^(0,0) = (£) 

(8,3) + p,(l,3)+A(0,8) + 

+ 3|(1,2) + 3|(0,2) + 

+ 3|(l,i) + 3|(0,l) + 
-t(^) + ^(0,0) = (£) 



(1, 3) + ft (1,2) + ?, (1,1) + 3,(1,0) + 
+ ai(0,2) + gj(0,l) + ?i(0,0) = 



(3, 3) + 2 i (3, 2) + qi (3, 1) + q 3 (3, 0) + 
+ Sq\ (2, 2) + 3^ (2,1) + 3^ (2,0) + 
+ 3j? (1,2) + 3«# (1, 1) + Stf (1, 0) + 
+ gl" (0,2)+ ?ä'(0,l)+ ji"(0,0)-0 (g) 






r0*) = 
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Wir bilden nunmehr folgenden Ausdruck: 

d 3 B dB d 3 Ä d*A dÄ 

-28^=2 S^(^/*) = 0, (1) 

X=0 fi=0 

wo die Coefficienten c\p so aussehen: 
c 2p = 3gUp ? = 0, 1, 2 

„ _,/" q 8S P8 9 „ 8 ft . „ < 

Die Gleichung (1) differentiieren wir zweimal der Reihe nach 
nach x unter Benutzung der Gleichung (S), alsdann haben wir: 

si]M^)=o (2) 

X=ü fi=0 



2 2 3 




2 <V ft rt = 0. (3) 



=ü f*=Ü 



Die Coefficienten der Gleichung (2) sind: 

2 

c 2p = 4p + Ci p £ == 0, 1, 2 

2 ^ 2 

C 12 = Ci 2 + 4)2 — P* C22 ; Co2 = ^02 — Pz ^22 
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2 o d P2 

Cll = Cn 4- C 02 — £ -5T C 22 — P2 c n 



dt 



2 

Coi 

2 
#10 



Coi — & C$2 



dt 



^2„ 



^3^21 



cj a p 2 dp. 



Ö 2 # 
0*2 



2 

#00 — ^00 ^Tjf ^22 KT <?21 — j?3 ^20« 



3 



d _P? 

dt 



Die Coefficienten der Gleichung (3) sind genau ebenso aus 
denen der Gleichung (2) gebildet, wie diese letzten aus den 
Coefficienten der Gleichung (1). 

Eliminieren wir aus den 3 Gleichungen (2, 2) und (1, 2), so 
erhalten wir: 



e 02 (0, 2) + e 2l (2, 1) + e n (1, 1) + e 0l (0, 1) + 
e 20 (2, 0) + e l0 (1,0) + e o (0, 0) = 



(I) 



wo: 



0Xfx = 



2 3 

0X|A ^X|A CX|X 

2 3 
C12 C12 Ci2 

2 3 
C22 C 22 ^22 



Warum wir gerade (2,2) und (1,2) eliminiert haben, wird 
aus den weiter folgenden Entwickelungen ersichtlich. 
Wir nehmen an, dass 

002 ^ 



ist, die Annahme e 02 = 0, führt, wie wir später sehen werden, zu 
dem Verschwinden sämtlicher e x (wo /* > 0). 

Es seien z x , z 2 , z s ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (A), die auch der (B) Genüge leisten. Bezeichnen wir 
das, was aus einer Function nach einem Umlauf um einen sin- 
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gulären Punkt wird, durch dasselbe Functionszeichen mit einem 
darüber gesetzten Strich, so haben wir: 

Zx = «XI #1 + «X2 #2 + «X3 #3 

A = l,2,3; 

die axjA sind im allgemeinen Functionen von t; setzen wir 

d k a X[ , (t) 

-gr- - ^ 



so wird: 



(2,1)* =2 {« Ät (2, l) t + ^(2,0),} 



1=1 

3 



(0, 2)* = 2 {«* (0. 2). + 2 «J, (0, 1), + «i' t (0, 0), [ 



* = 1, 2, 3. 



Es verwandelt sich also die Gleichung (1) nach einem Umlauf in : 



2{«i.i ?, l + «feÖ x } = 0. (I) 



1=1 



Von solchen Gleichungen wie (I) existieren für jeden singulären 
Punkt 3, nämlich für k = 1, 2, 3; dabei ist 

F x = 2 e 02 (0, l) t + efc (2, 0) t + e n (1, 0), + *i (0, 0) 
# t = e 2 z K . 

Es sei die Determinante 

2 ± a n a 2 2 «33 = 6. 
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Wir unterscheiden 2 Fälle: 

1) <><:0; 
dann ist 

(- 1)* <? • F x = du <?, + <?x 2 G 2 + rfxs ö, (U) 

Z = l,2,3, 
wo 

» Vi"'' 1> V _i_ ' - " ~J 

ö u =2±a n a 22 a 33 o 2l = -^ zh a n a 2i a 33 

rf 12 = ^ ± ai'g a 22 «33 d 22 = 2 ± ai t a 22 « 33 

o 13 = -*- =n « 13 a 22 a 33 o 23 = ^ zc a n a 23 a 33 

tf 31 =2±«; i «i 2 ff3i 

32 = *. =n « n a 22 a 32 

3 3 = ^ m a n a 22 a 33 . 

Zunächt sieht man aus der Gleichung (II), dass 6F\ ein In- 
tegral der Gleichung (A) ist; da e 02 4= 0, so ist auch ein jedes 



"^ f(\ 1\ , ^21 /O A\ . ^11 /1 C\\ . c oi 



= (0, IX + ^ (2, 0) x + H^- (1, 0) x + ^- (0, 0)x 



2 6 02 2 6 2 " ^02 " ^02 



ein Integral von (A). Nun behaupten wir folgendes: ist die 

F 

Gleichung (Ay irreductibel, so bilden ^- — (A=l, 2, 3), oder, was 

auf dasselbe hinauskommt, F u F 2 , F s ein Fundamentalsystem 
von Integralen von (A); denn gesetzt, es wäre nicht der Fall, 
d. h, es gäbe eine Gleichung von der Form: 



«! JF\ + a 2 F 2 4- a 8 .F 3 = 0, 

wo a n a 2 , a 3 Constante sind; so erhalten wir, wenn wir für F\ 
den Wert aus (II) einsetzen, eine Gleichung: 

m x z x + m 2 z 2 -h m z z s = 0, 
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wo 

m,x = a x d lv . — a 2 d^ -+- a s d^ 

^ = 1, 2, 3. 

Da nun aber z^ z 2 , z s ein Fundamentalsystem bilden und (A) als 
irreductibel vorausgesetzt ist, müssen die sämtlichen 

m n w 2 , m 8 

verschwinden; nun ist aber d=|=0, also auch — d 2 =|=0, d. h. 
es ist 

fy = a 2 = a 3 = 0, 

mithin die gemachte Annahme absurd. Umgekehrt: bilden die 
F X1 F 2 , Fz kein Fundamentalsystem, so ist (Ä) reductibel, und 
zwar hat sie mit einer Differentialgleichung 1. Ordnung Integrale 
gemeinsam. 

2) d = 0. 

Alsdann folgt aus Gleichung (II), dass alle d^ verschwinden, 
weil 2 l9 z 2 , £ 8 ein Fundamentalsystem bilden. (e 02 $0); daraus 
kann man leicht die Form der Substitutionscoefficienten ablesen; 
es sind: 

"xi* = C x • er* + C 2 , 

wo Ci, c 2 , C 2 Constante sind. 

Bei der Behandlung unserer Aufgabe haben wir stillschweigend 
vorausgesetzt, dass keiner der Coefficienten cy^ null ist; zunächst 
ist es unmöglich, dass c 22 , c 21 , c 20 verschwinden, weil das ergeben 
würde, dass die q\ constant (in Bezug auf x) sind, was aus- 
geschlossen ist. c 00 = besagt: genügt q B als Integral der Gleichung 
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(Ä), so genügt p 3 der (B). c 0l = giebt : ist q 2 ein Integral der 
(.4), so besteht für p B die Gleichung: 



^ + 2 /s? 1 ^ + V 8 2 2 J'8 = 0. 



c 2 = : ist (fr ein Integral von (.4), so ist 



p s = Ce" 1/3 A 0« ; 



tfio = 0: ist p 2 ein Integral der (B), so besteht für q s die Gleichung: 



^-+V3P2?3=0 



u. s. w. 



§2. 

Es möge angenommen werden, dass £02 verschwindet, d. h. 
dass die Coefficienten der beiden Gleichungen (A) und (B) und die 
Ableitungen dieser Coefficienten nach x und t durch eine Gleichung 
von der Form verbunden sind: 



2 3 

C02 [2, 3] -4- c 02 [3, 1] + c 02 [1, 2] = 0, 



wo 



X |x X y 

C22 C V2 — C 12 C 2 2 = [A, p] 

2 2 

C 2 2 C 13 — C12 C 2 2 = [1, 2]. 



Die Gleichung I, § 1 (Seite 10) sieht also, wie folgt, aus: 



2 1 
<=o i*=o 



j. 

2 <V & ^) = °- (JT) 
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Nach einem Umlauf haben wir: 

a kl E x + cc k2 E 2 + a n E s = 

r£ ^= 1) U) O. 

Es ist nun zu unterscheiden, ob d null oder $0 ist. 

Er = e 2l (2, 0),, + e n (1, Ofo + *oi (0, 0V 

1) * = 0; 

alsdann lassen sich die Verhältnisse E X \E^\ E 3 auf bekannte 
Weise bestimmen. 

2) d$0; 

dann sind alle E^ null, da aber # 1? z 2 i z % e * n Fundamentalsystem con- 
stituieren, müssen notwendigerweise « 81 , en, e i auch verschwinden. 
Also bestehen die Gleichungen: 



c 21 [2,3] + c 21 [3,l] + L[l,2]=0 
cii[2,3] + c 11 [3,l] + c 11 [l,2] = 
e i[2,3] + c 01 [3,l] + c 01 [l,2] = O. 



Dieses hat zur Folge: entweder [2, 3] = [3, 1] = [1, 2] = 0, d. h. 
die Gleichung (4) ist reductibel (das wird im § 3 behandelt), 
oder es ist die Determinante 



2 3 
Ca C21 Cgi 

2 3 
Cu c n c n 

2 3 

<?01 A>1 ^01 



= 0; 



dieses kann unter Umständen auch besagen, dass (Ä) reductibel 
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ist, was durch gewisse Bedingungsgleichungen ausgedrückt 
wird (§ 3). 

Kehren wir nun zu Gleichungen (1) § 1 zurück und diffe- 
rentiieren dieselbe noch 3 mal nach x auf angegebene Weise, so 
erhalten wir noch 3 Gleichungen von der Form: 



3 3 



^j 2j <V (A, ß) = 0; 

X=0 f*=0 

fe = 4,5,6 



aus allen 6 Gleichungen eliminieren wir: 



(0, 2) (1, 1) (2, 1) (1, 2) (2, 2) 



und erhalten: 



/0 i(0, l) + r 20 (2, 0) + no(i, 0) + roo(0, 0) = o 



wo 



)V = 



1 


6 


1 

C 2 " ' 


6 ! 

' £02 


1 

c n • « 


6 


1 

c 2 i • • 


6 


i 

c 12 • « 


6 

• • c 12 


i 

^22 ' 


6 
• • C 2 2 



(II) 



Nach einem Umlauf verwandelt sich (II) in: 

Ki #i + «X2 *2 + «xs *n] yoi = 
2-1,2,3; 



wenn y i $ ist, so kann dieses dann und nur dann stattfinden, 
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wenn alle a^ null sind, weil z 1} z 2 , z s ein Fundamentalsystem 
bilden, d. h. ist roi^O, so ist die Monodromiegruppe vom 
Parameter unabhängig. Wenn aber y i = ist, so sind auch alle 
übrigen j^oi tto> Yw null, man hat alsdann ein System von 
4 Gleichungen. 

§3. 

Um zu erkennen, wann und wie die Gleichung (Ä) reductibel 
ist, haben wir, wie folgt, zu verfahren. 

Wir differentiieren die Gleichung (l) § 1 8 mal nach x und 
studieren die Determinante: 



J = 



2 

#00 C 00 • - 


9 

► . c 00 


2 
Cq\ Cq\ . . 


9 
• Cqi 


2 
002 002 • ' 


9 
. . 002 


2 


9 
. . C10 


2 
020 020 • « 


9 
. . 020 


2 

c n c n . . 


9 
. . C n 


2 

Cgi C21 . 


9 
. . C 2 i 


2 
C12 C12 . . 


9 
. . C12 


2 

022 022 • 


9 
. . C 2 2 



= 0. 



Es ist dabei stillschweigend vorausgesetzt, dass die Goeffi- 

a 

cienten ^ a = 1 . . . 9, nicht verschwinden. 
Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 



X fx 
#22 012 _ 


X t* 
— 012 022 


X |* 
021 011 ■ 


- 011 021 
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X JA X |i 

C20 010 — C l0 C20 = Äxji , 

X (X X (JL 

C 2 2 002 — 002 022 = ®X|x, 

X ja X p. 

021 001 — £<)1 021 = $*JM 

X jx X fx 

^20 000 — 000 020 = t>XfJL • 



1* Wenn die Determinanten 

8lx,Xfl 3lx,x+2 

X = 1,2, ... 7 

verschwinden, so genügt der zu (-4) Adjungierten ein Integral 
von der Form: 



-1 



x 



*--. 



14 8, 



X 

'aa 



O— 1 



d. h. (A) ist reductibel. 

a _ _ 

Da die Goefficienten c\p in Bezug auf cxn ebenso construiert 

a—\ a— 2 

sind wie die cxp in Bezug auf cx,x> so ist es genügend, den Fall 

X = 1 zu betrachten. 

2 3 
Wir setzen für c 2 2? 022 • . • die Werte derselben durch c 22 . . . 

ein (mit Hülfe der Formeln S. 9). 

12 = 022 [012 + 002 — P2 022] — 012 [022 + 012] = (1) 

13 = C^ [Cu + 2Co2 - 2^2 022 ~ (#2 + Ps) 022 ~ P* 012] ~ 

— 012 [022 + 2ci 2 + 002 — P* 022] = (2) 

dividieren beide Seiten der Gleichung (1) durch <4, so erhalten 
wir: 

002 8 C12 



022 dX C 2 2 



+ * + (S) • *■> 
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dividiert man nun auch die Gleichung (2) durch cl a , so findet 
man unter Benutzung von (!') und der identischen Relationen: 

^12 8 C12 C12 C22 



C22 8# C22 C22 <?22 

C22 ^12 — Cl2 ^ 22 ^ J^_ gj2 g d ^12 ^22 
c| 2 ^ 2 C22 dXCn C 2 2 

folgendes: 

8 2 ^12 o c i2 8 c 12 



4-0 ^8+^2 — 1 =0. 

C22 da) c 23 \C22/ 



da? 2 C22 
Setzen wir 

c 12 __ d log w 
c 2 2 8a? 

dann erhalten wir aus der letzten Gleichung: 

u'" +_p 2 u' 4- (pi — ^3) w = 

d. i. aber die zu (-4) Adjungierte, also: der zu (A) Adjungierten 
gehört (falls X = a) ein Integral 



11 



- y^dx 



2. Wenn die Determinanten 

2-1, ... 7 

verschwinden, so genügt der Gleichung (-4') [wir bezeichnen so 
die Adjungierte zu (-4)] ein Integral von der Form 



-II 19 

! °2X 



2* 



— 20 — 
falls folgende Gleichung besteht: 



( 






Auch hier nehmen wir X=l, betrachten also: 



83 



= est cii + Coi — 2 C22 -^ — c n p 2 — c n [c' 2i + c n ] = (1) 

^ = ^^4-2^-2(^4-^)^- 

— 4 -^ c 22 — 2 p 2 c n —p s c 2 i — 2c 12 -^r — c n p 2 — 
-c n c 2 \ + 2 c' n 4- c oi -p 2 c 21 - 2 -^ c 22 =0; (2) 

dividieren (1) durch <$i und erhalten 

v 'C 2 i W C 2 i Öa; C 2 i ^ \C2i/ 

Mit Hülfe von (1') ergiebt (2): 

ö# 3 C 2 i C 2i 0# C 2i C 2i - rö 

( Cn ) z = ( d2p * _ dp A C22 8 p» ° 12 

\c 21 / \ö# d£ ö£ / c 2 i dt c 21 
Wenn die rechte Seite null ist, so genügt der (-4') ein Integral: 



e c » 



d. h. (.4) ist reductibel. 

6. Wenn die Determinanten 



®X,X+1> $X,X+2 

A = l, 2 ... 7 



— 21 — 
verschwinden, so genügt der Gleichung (A') ein Integral 



jl 



X 
c. 

X 



- \^dx 



falls folgende Gleichung besteht: 



^2 
8«' 



[ 3 8 j? 2 ^ 8 ] p 2 ^ tysl „ 3 2 2>2 

* 

Denn es ist: 

«v f » d 2 p 2 dp* 1 

Ä12 = C 20 C 10 4- Coo — C22 -gpr — C n -^ — C20P2 — 

- C 10 [c 20 + C 10 ] = (1) 

^^-c 22 -c 21 ^ + -^-j-2^-c 21 - 

~ ^20 (i?2 +^ 3 ) - 2 2? 2 4) — Ci 2 -^ — 

— tfn ~gf - c io P2 — ^lo ^io + 2 cio + Coo - 

-^22^-C 21 ^ 2 -C 2 op 2 |=0. (2) 

Dividieren wir (1) durch c\ , so wird: 

<?2o c 20 8* 2 c 20 3£ 8# c 20 P2 \c 20 / ' 

mit Hülfe von (1') erhalten wir aus (2) nach Division durch cj : 

dx 2 C20 c 20 8a? c 20 P2 c 20 P2 P * \<W 

^_ ^22 8 2 P 8 c 21 8P 8 c 12 8 2 p 2 c n 3p 2 
c 2 o dt 2 c 20 dt C20 dt 2 c 20 dt 

wo P 8 =i?2— iPs ist. 



— 22 - 

Wenn nun die rechte Seite null ist, so genügt der Gleichung (A r ) 



-JZ* 






e <» 



d. h. (Ä) ist reductibel. 

4. Wenn die Determinanten: 

Slx,x+i und ®x,x+i 
X = l ... 8 

verschwinden, so genügt der Gleichung (A') ein Integral 



£ 



-lf*8, 



Denn es ist 

©12 = c 23 [^ — Ps C22] — c a [C22 + c 13 ] = 0. 

Daraus folgt durch Division mit c^: 

ö ^02 „ C 18 e 02 n 

«r C22 £22 c 22 

nimmt man die Gleichung (1') N 1 (S. 18) hinzu, so folgt das Be- 
hauptete. 

5. Wenn die Determinanten 

93x,x+i und §x,x+i 
1 = 1 ... 8 

verschwinden, so genügt der Gleichung (Ä) ein Integral 



i 



-l^a. 



"«t 
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falls die Gleichung besteht: 



Denn es ist 



[3 ^23 ^22 ^lll ^>2 t 
9#c 2 i C 2 i C21J d£ 



£1,2 = £21 K01 — 2 c 22 "^ — c 2i Ps — *oi W21 4- C U ] = 



aus dieser folgt: 



Ö ^01 o fy>8 C 22 #11 4)1 __ n 
_ p — £ ——- — \J 

ox c 2 i ör C21 c 2 i c 2 i 



mit Hülfe von »12 = [(!') in N 2] folgt das Gesagte. 
6. Wenn die Determinanten 

Sx,x+i und gx } x+i 

A = 1, J . . . O 

verschwinden, so genügt der Gleichung (Ä') ein Integral: 



-i\ 



10 



-90 



9« 



falls die Gleichung besteht: 



3 2 P 8 C a2 t 3P 3 C21 = r 8 C22 <?22 Ciol P^a | [ d <>2\ Cn t Clo] fy 2 , 






Ö£ 2 C 2 o ^ C 20 LÖ^^20 <*20 c 2oJ ö ^ 2 |_ÖirC20 C 30 020 J & 



Es ist nämlich 

3l2 = C 20 Cm — C 22 -g|p — C 2 i -^ — C 20 l?8 - <*» [<4o + C10] = 0; 
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daher : 

= %> c l0 Cqq Cnd 2 p Q 2 i dp 8 . 

020 Cm c 20 c 20 dt 2 C20 9* ' 

mit Hülfe von Äi2 = folgt das Gesagte. 

-p^d» 
Es möge angenommen werden dass e Cai ein Integral von 

(Ä f ) ist, aus N 2 und N 5 folgt: 



8 022 022 011 _ 012 
dx C21 021 C21 021 

multipliciert man beide Seiten dieser Gleichung mit — , so erhält 

£22 
man: 

oa? c 2 2 021 

Wird nun angenommen, dass e * c " ein Integral von (A f ) 
ist, so folgt aus N 3 und N 6: auf analoge Weise: 



eiog^ 

020 012 _ C10 

Ö# <?22 c 20 

021 



0) 



9 log 



^20 ^11 ^lO 



ÖiC 021 020 



(c) 



aus (6) und (c) folgt (a). Wenn man nun annimmt, dass der (Ä) 
3 Integrale genügen 



-päd» -p-*dx -fSsd» 

e " , e " , e 






so können sich dieselben nur um constante Factoren unterscheiden, 



- /■*• dx - p^ d x 
Ce =e 
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oder: 

e " ^ -G 

Mit Rücksicht von (c) haben wir: 



c-^, d. h. 

^20 

da c 21 = 3g'2, ^20 = 3^3, C22 = 3gi ist. Ähnlich erhalten wir: 

2i *= <\ % + 9> C)t 

die additive Constante ist noch eine Function von t. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall, den wir vorher aus- 
geschlossen hatten, nämlich der Fall des Verschwindens sämt- 

a 

licher cxjx. Zunächst wird dabei gefunden, dass der Adjungierten 

a— 1 

zu (A) ein Integral von der Form z = c^ genügt; aufserdem 

a-l a-l 

fordert man, dass alle c^ sich durch C& ausdrücken lassen; setzt 
man nun die constanten Factoren überall gleich 1, so sieht d,\e 
a — 1 te Gleichung so aus: 

o— 1 a— 1 a-l N 

?22 (2,0)4-c 12 (1,0) + C 09 (0,0) = c^4-c 2 
wo c x c 2 Constante sind, c 12 und C& Functionen von c 22 , und zwar ist 



a— 1 

a— 1 
c 02 = -g^2-+Pa C 22 ' 



Der Fall a = 2 giebt das Resultat: (A) ist reductibel. 
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Wenn der Coefficient der 2. Ableitungen in (A) nicht null 
wäre, d. h. wenn (A) so aussehen würde: 

(3, 0) 4- A (2, 0) +p 2 (1, 0) + p s (0, 0) - 0, 

so würde bei der Behandlung der Specialfälle (S. 17 ff.) an Stelle 
der zu (A) Adjungierten die 1. Associierte treten. Sind auch 

a— 1 a— 1 

alle cxjx null, so genügt auch hier z = c 2 2 der zu (A) Adjungierten. 



IL 

Wir nehmen an, dass beide Differentialgleichungen (A) und 

(B) von der vierten Ordnung sind; die Adjungierten zu (A) und 

(B) bezeichnen wir mit (Ä) und {B') t Wir gehen also von der 
folgenden Differentialgleichung aus: 

8*0 8«* dz A ,,, 

5? +A W +ft te +A3 "° W 

und nehmen an, dass das Fundamentalsystem von Integralen der 
(Ä) folgender Differentialgleichung genügt: 

d*z d*z d 2 z dz ~ /D x 

Wir behalten die Bezeichnungen der vorigen Paragraphen bei 
und bilden folgenden Ausdruck: 

d*B d 2 B dB _ d*A d*A d 2 A dA 

8^ + ^ 2 8^ + ^^ + P 4ß -""8F~ gi "8^~ g2 ^F"" g3 ^^ 

- 24 ^ = 2^(^i^) = (1) 

X = ... 3 
/a = ... 3 

Es sind die Goefficienten c\^: 

p=0 037 <i=o 0* 



1>0 



= <?o = l; ft=0; «,*-(£) 
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Wir differentiieren die Gleichungen (1) 7 mal nach x mit Berück- 
sichtigung der wiederholt differentiierten Gleichungen (Ä) bzw. 
(B) [das System dieser Gleichungen bezeichnen mit S.~\ ; auf diese 
Weise erhalten wir folgende 7 Gleichungen: 



tS%(^)=0 (2) 

X=0 fi=0 

a = 2, . . . 8 



Wir bezeichnen nämlich den Coefficienten von (2, /i) in der a-mal 

a+l 1 

nach x differentiierten Gleichung (1) mit cx^ ; cx^l = Cxi*. Für die 
Ausrechnung der successiven Coefficienten bekommen wir fol- 
gende Recursionsformeln : 



a+l a a * a 

C\3 = C\z 4- <?x-l, 3 — Pa-K ' ^33 



a+l a a Öü±_)l a a 

Ol2 = CX2 + CX-1,2 — 3 -^— C33 — |?4_x C 32 



a+l a , a ^U Ö*~ 1 J 9 4_X a 

CXl = CXl + CX-1, 1 — 2j ^ dft-1 C3fc 



a+l a 



3 ~*, 



Ö7>4-x ! 



cxo = C\o + Cx_i, o — ^ — -T- c 3t 
a = 1, 2 ... 7 

Aus diesen 8 Gleichungen eliminieren wir: 

(1, 2) (2, 2) (3, 2) (0, 3) (1, 3) (2, 3) (3, 3) 

und erhalten alsdann: 



3 1 



<?o2 (0, 2) +V ^ e XfJL (A, ^) = (I) 



{=0 fJL=0 



29 - 



wo 



<V dp 



c 12 



exft = 



c 22 



032 



003 



013 



023 



033 



8 
0X[* 

8 
C12 

8 
022 

8 
^32 

8 
003 

8 
^13 

8 
023 

8 
033 



Wir nehmen 1. an, dass e 2 = ist, und dass alle übrigen 
eip auch ^ 0. 

Es mögen e x . . . z± ein Fundamentalsystem von Integralen 
der (A) bilden, die auch (B) genügen; nach einem Umlauf um einen 
singulären Punkt ändern sich die Integrale wie folgt: 

jx=l 

wo ax^ Funktionen von t sind, es ist z. B. 

(Ö2)x = £ K (0. 2 V + 2«^ (0, 1),, + «xV (0, 0),. } , 



ft=i 



wo 






«Xu — 



Unsere Gleichung (I) verwandelt sich nach einem Umlauf in: 



2{«x,x^ + «xV^} = 



(I) 



l»=l 



A-l, 2, 3,4, 



- & - 



V, 



Fy = 5 \ 1 * *1S — 2' ffe ^ '^ 






a) Be2eichr.<ri irrr mCt i^ diejenige Deterrr.rrarT.te, weiche aus 
rf fc^rwr?*rhw wetin man in ihr d:e iten Co'onrecelemente durch 
4;fc 1 mal na*£i * dl-fTere&tilerten Elemente der ^ten Colonne ersetzt: 
TKäfaXtti folgt ao* dtn 4 Gleichungen I Jj, das 

<*/;-f-if {<«<?! -a^c.-a^^-ha« <? 4 j (2) 

ein Integral ran (Jj i?t; oder da <& als Ton null verschieden 
voraus gesetzt ist: es genügt der Cl) ein Integral von der Fonn: 



v/o 

Nun behaupten wir folgendes : ist (A) irreductibel, so bilden 
J{Z\) . . . 'Hz*) ein Fundamentalsystem von Integralen der (A). 

Gesetzt, es wäre nicht der Fall, so gäbe es eine Gleichung 
von der Form: 

Y\ J(*\) + Vi Jfa) + Y% J(*z) + n Jfa) = °> 

wo ^| . . . Ya Constante sind (die 4=0). Setzen wir für Jiz?) 
seinen Wert aus Gleichung (I) ein: 

•/(^-(-l^SlT-ap, 

f>=l 
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so bekommt die angenommene Relation die Form: 

m 1 z x -h m 2 z 2 -4- w 3 # 3 -f- m 4 # 4 = 0, 
wo 

m k = — n *i* + r» <*2* — rs $** + r* Ja. 

k = 1 . . . 4, 

Da #! . . . # 4 ein Fundamentalsystem der (A) bilden und (A) 
irreductibel ist, müssen alle m k verschwinden; nun ist aber 
tf=t=0, also auch tf 3 =t=0, d. h. es sind 

tt = f2 = r 8 = r 4 = 0* 

mithin ist unsere Annahme absurd. Umgekehrt: bilden J{zx) . . . 
kein Fundamentalsystem der (A\ so ist dieselbe reductibel, denn 
alsdann giebt es zu je 3 Integralen eine homogene lineare Relation; 
also die Gleichung (A) hat alsdann mit einer Differentialgleichung 
2. Ordnung Integrale gemeinsam. 

b) d sei gleich null; alsdann sind, da z x . . . z 4 ein Funda- 
mentalsystem, auch alle d^ null; daraus folgt: 

a* = Cef" + C' 
C, c, C Constante. 

Um dieses einzusehen, wollen wir ein Paar der Gleichungen 
des Systems (6) aufschreiben: 



#21 = ^ ± «11 «21 «33 «44 = 
rfl2 = 2 ± CC'12 <X 2 2 «33 «44 = 
rfl3 = ^db «13 «22 #33 «44 = 
d 14 = 2 ± ÄÜ Ä22 «33 «44 = 0. 

£us der ersten kann gefolgert werden: 



«i'i=#i «n 

«21=^1 «21, u. s. w. 
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an* de% zweiten: 






" L * 




% = ii fliy n. s. w 


aua der dritten: 






<*u =ii »ij. n. s. w. 


au* der letzten: 






«ii-A^ °- s - w - 



wo ^Tj Ai /i j x Constante sind. 

Weitere Aufschlüsse giebt die Betrachtang dieses Falles 
t — über die Natur der Differentialgleichungen . (Ä) nicht 

2» Es möge e^ verschwinden, d. h. die Coefficienten der 
beiden Gleichungen (A) und (B) und die Ableitungen dieser 
Coefficienten nach x und t sind miteinander durch die Gleichungen: 



$02 = 



^02 ' 


8 
' ' Cq2 


C X2 • « 


8 


^22 ' ' 


8 
1 • ^22 


^32 * ' 


8 
' • C 32 


C03 ' * 


8 
' * C<)3 


Cl 3 • « 


8 
' • ^13 


^23 ' ' 


8 
' • £23 


C33 ' ' 


8 
' • £33 



= 



verbunden. Es lässt sich zeigen, dass, vorausgesetzt, dass tf=|=0 
ist, statt dieser einzigen Gleichung 4 andere gefolgert werden 
können; und zwar durch folgende Überlegung. 
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Die Gleichung I (§ 1) sieht jetzt so aus: 

«8i (3, 1) + e 21 (2, 1) + e u (1,1) + e 01 (0, 1) 

+ e 8 o(3,0) + e 2 o(2,0) + ö 10 (l,0) + eöo(0,0) = 0; 

nach einem Umlauf um einen singulären Punkt verwandelt sich 
diese Gleichung in: 

«X! E x + 0X2 E 2 + «xs E* + «X4 #4=0 

X = 1, • • • 4 
Da nun rf$0 vorausgesetzt ist, so sind: 

alle Ep null (p = 1, 2, 3, 4) 

K = (3, OV e n + (2, 0),, e 21 + (1, 0),. e u + (0, OV 4» 

und da z u z 2 , 2 8 , z± ein Fundamentalsystem bilden, ist 

e n = e 21 = 
e n = e i = 0. 

Bezeichnen wir nun in den Goefficienten ^ die Unterdetermi- 

k 
nanten zu cx^ mit 6*, so können wir unsere Gleichung auch so 

schreiben: 

2 8 

Cai C\ + c n C 2 + • • • -4- c 31 C 8 = (1) 

2 8 

C21 Ci + c 2i C 2 4- • • • + C21 ^8 = (2) 

2 8 

Cn Ci 4- c n C 2 4- • • • + c n C 8 = (3) 

2 8 

C01 Ci + C01 C 2 + • • • + c 0l C 8 = 0; (4) 

3 
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je 3 der C>. können eliminiert werden, so dass, wenn wir es z. B. 
mit Cj, C 2 , C3 thun, wir statt e 12 = auch folgende Gleichungen 
betrachten können: 



8 



2*.c.-o 



e=4 



WO Z, = 



2 3t 
Cq\ Cq\ Cq\ Cq\ 

2 3t 
Cu ^11 C n C n 

2 3 e 
C21 Cai c 21 c 21 

2 3t 
<?31 c 31 ^31 fyl 



Kehren nun zu unseren Gleichungen (2) . . . S. 28 zurück, 
differentiieren die letzte derselben noch 4 mal der Reihe nach 
x auf angegebene Weise, und eliminieren noch 

(0,2), (1,1), (2,1), (3,1) 

so erhalten wir folgende Endgleichung: 



3 



7 oi (0, 1) + 2 vxo (A, 0) = 0, 



Vi) 



WO 
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W = 



2 


12 


2 

002 002 • • 


12 

• 002 


2 
003 003 • < 


12 
• • c 03 


2 

c n Cn . . 


12 

• ^11 


2 
Ci2 C12 . . 


12 
, . C12 


2 

013 c n • 


12 
• • c 13 


2 

021 ^21 • « 


12 
. <?2l 


2 

081 031 • « 


12 
• 031 


2 
022 022 • 


12 
. . C22 


2 
082 032 . . 


12 
• 032 


2 
023 C 23 • < 


12 

. . 023 


2 
c 33 033 • 


12 
■ • 033 



Es sind nun 2 Fälle zu unterscheiden: 



1) f 01 4= 0, 



alsdann geht 11 nach einem Umlauf über in: 



^01 Kl Zl + «X2 ^2 + ccxz z z 4- «u ^4] = 

A- 1,2, 8, 4; 



da nun z x , z 2 , ^s? #4 e ' n Fundamentalsystem bilden, müssen die 

sämtlichen a^ null sein, d. h. die Monodromiegruppe von (A) 

ist vom Parameter unabhängig. 

3* 
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2) 7oi = 0, 

daraus folgt aber auch, dass 

j?3o = 0, 7ao = 0, ^io = 0, i^oo = 0, 

man bat also 5 Gleichungen zwischen den Goefficienten der (A) 
und (B) und den Ableitungen dieser Goefficienten nach x und t. 

a 

Bezeichnen mit H a die Unterdeterminante zu c^ in den Aus- 
drücken für ^xin so sehen diese 5 Gleichungen wie folgt aus: 

2 12 



Coi Hi + Coi H-2 4- • ■ 


- • 4- Coi -H12 


= 


2 

Coo Hi 4- Cqo H% 4- • ■ 


12 
1 • 4- Coo -"12 


= 


2 
£ 10 fli + Cio H^ 4- • 


12 
• • 4- C10 -"12 


= 


2 

C20 -Hi 4- C20 Ä 4- • « 


12 
• • 4~ #20 -"12 


= 


2 

C30 .Hi 4- C30 -S2 4- • 


12 

• • 4- C30 -Hi* 


=0, 



man sieht also, dass eine einzige Gleichung sich ergiebt: 

3. Die Gleichungen, welche zwischen den Coefficienten der 
(Ä) und (B) bestehen, sind dermafsen compliciert, dass an eine 
Behandlung derselben nicht gedacht werden kann. Jedoch lässt 
sich die Reductibilität der (Ä) auf eine andere Weise, durch die 
Behandlung gewisser Determinanten, einsehen. Die symmetrische 

a a— 1 

Form der Coefficienten cxp. in Bezug auf c^ a = 2, 3, 4 . . . spielt 
hier eine ganz erhebliche Rolle. 

Die 8 malige Differentiation der Gleichung (1) nach x und 
Eliminierung von 

(2, 0) (3, 0) (2, 1) (3, 1) (2, 2) (3, 2) (2, 3) (3, 3) 
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ergiebt eine Gleichung von der Form 



i i 

a=Q 6=0 



2 2'-M)-o. 



wo 



2 3 4 9 

^Xt* = 2j ^ C Xf* 020 030 C21 .. . £33 



Das Studium der Matrix 



2 

020 ^20 • • 


9 
• ^20 


2 
030 C 30 • ■ 


9 
• 030 


2 
C 2 i 021 • « 


9 
. . C 2 1 


2 
C31 C31 . . 


9 
. • 031 


2 
(?22 022 • < 


9 
. . 022 


2 
032 032 . * 


9 

» • 032 


2 
#23 C 23 • < 


9 
. • 023 


2 
033 033 • 


9 
• . 033 



ergiebt uns verschiedene Kriterien für die Reductibilität der (-4). 
Zunächst führen wir folgende Bezeichnungen ein: 



X |t 
033 023 ~ 


X |t 
" 023 033 = 


1Txjjl 


x 1* 

032 022 - 


X H- 
- 022 032 = 


L\\>. 


X |i 
031 021 — 


x H 

" 021 031 = 


M» 


X |i 
030 020 — 


X |t 
■ 020 030 — 


Nxp. 
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1. Wenn die Determinanten 2. Ordnung JE&,m-i, ü^m-k», 
K^x+z 1=1,2, . • . 6 zu je 3 genommen verschwinden, so ge- 
nügt der (A') ein Integral von der Form: 



-f* 



d. b. (.4) ist rednctibel. 

a a — 1 a — 1 

Da <v in Bezug auf c^ ebenso gebaut ist wie <v gegenüber 
<V, ist es genügend, den Fall l = 1 zu betrachten. 

Wir haben also folgende Gleichung: 



(1) 

(2) 



wobei : 



2 2 




£33 Ca — <hz £33 : 


= 


3 3 




^33 ^23 — ^23 C33 


= 


4 4 




C33 c 23 — ^23 ^33 


= 


2 

^28 — ^23 + C 13 — p 2 Cm 




2 

^38 = ^33 4- C23 




8 

^23 ■* *& 4- 2 ClJ "4- C 3 — 2^ 9 C33 - 


-(p5 


3 

038 — eis 4- 2 c 3 8 4- c 18 





4 

^28 — ^23 4- 3 Ci'3 4- 3 C' 03 — (p'i + 2p 3 4- Pt—P2) 4*3 — 

— 3 (pi 4-jp 8 ) c 38 — 3p 2 C33 — (pi + p 3 ) c 33 — 

— 3 p 2 c' 2 z — p 2 c n 

4 

^88 = c'ü 4- 3 eis 4- 3 c n 4- r 03 — 3p 2 c 33 — 2p 2 £33 

— 2*3 088 — ftC»? 



(3) 
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diese Werte, in Gleichung (1) eingesetzt, ergeben: 



+»+M, (.0 



Cl3_ ^^23 

C33 ^^33 

in die Gleichung (2) gesetzt: 

COS Ö 2 ^23 q <?23 Ö C 28 C 23 , fC^V , . „ x , 9 ,x 

C33 ^ 2 c 33 c 33 az6' 33 r C 33 \C M / 

wir dividieren nämlich jede der Gleichungen (1) (2) (3) durch c 33 
was erlaubt, weil c 33 $0 vorausgesetzt wird. 
Mit Rücksicht auf (1') und (2') ergiebt (3): 

dz? c 38 c 33 &c 2 c 33 \^c 33 / 

- 6 ( * )' ° * 4- f * ) + ft [- J- -^ + (^)'l - 

\C33jdxCs3 Vc 38 / "|_ 8;rC 33 \ C *i / ] 

-[2p*-Pz\?r- + [p*-ps+P*] = (3') 

<?33 

es sind überall statt der Ableitungen nach x die entsprechenden 
Striche gesetzt. 

Setzen wir 

C23 _ 1 üv 
c%% ~~ v dx 

so finden wir, dass (3 ; ) die Form bekommt: 

W + Pa ^2 + ( 2 ^2 -ft) -^ + (J> 4 -P3 + p%) v = 
d. i. aber die Gleichung (-4/); offenbar ist für X = 2: 



f 2 
J 2 



8< 



'SS 



ein Integral der (A!) u. s. f. 
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Man könnte von vornherein annehmen, dass, wenn z. B. 
die obigen Gleichungen für X = l und X = 2 bestehen, es zwei 
solcher Integrale giebt; es ist jedoch nur scheinbar. Die 
Gleichungen: 

#23 = Z 24 = #25 = 

nämlich besagen: es giebt ein Integral: 



i 



-\**d. 



2 



2 



2 2 

oder auch nach Einsetzung der Werte für c 23 und tf 83 : 



« 023 . Cl8 

^23 C 3 3-+-C 18 — ^2^33 C33 C33 



* 033 + 023 033 C n 

c 33 083 



Nun ist ja: — durch K^ = bestimmt, 

£33 



023 ® ^23 , ^23 033 . 

C33 O#033 C33 C33 



dieses eingesetzt giebt: 



023 023 



i ^33 

033 



was zu zeigen war; daraus können wir die Folgerung ziehen: 
wenn auch alle (d. h. für X = 1, 2 . . . bis 6) üTx,x + i . . . ver- 

-J - 9 * 
schwinden, so besagt dieses nur, dafs e c " der (Ä) genügt. 

2. Wenn die Determinanten 



ZrX,X + l ^X,X + 2 ^X,X + 3i 

A=l,2 . . . 6 
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zu je 3 genommen, verschwinden, so genügt der (4') ein Integral 



e 



<ha 



d. h. (A) ist reductibel, falls c 13 c 23 und c 33 miteinander durch 
die Gleichungen: 



^«. + 1* 



8* 



[ 8^8* ~~ % J ° n ~ [dx* 8t~"te8* 8TJ C33 



verbunden sind. 

Wir zeigen dieses für 4=1. 



2 2 

Ll2 = ^32 ^22 — ^22 ^82 — (1) 

S 3 

^13 = ^32 ^22 — £22 £82 = (2) 

4 4 

A4 = £32 £22 — £22 £32 = (3) 



die Coefficienten sind: 



2 

C32 — C32 4- C22 



2 ' o ^Ps 

(?22 = ^22 + C 12 — J?2 ^32 — 3 -ttt- C 33 



3 " . o ' . o ®Pa 

^82 = ^32 + ^^22 + C11 — #2 ^32 ~ O -^- C 83 



L = * + 2ci2 + C 2-3[^|---^],33 

— 6 -g^- C33 — [pi + j>s] c 32 — 2p 2 ci 2 
o 8 ft 

— 1?2^22— 3-^-C 23 
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4 

0*8 = 082 + 3^28 + 3ci 3 + C 2 



— [2l?2 + Ps] C S 2 — 3^2 C 32 — 3 -^ C 28 ~ #2 C 22 



4 w rr da 

Cm = C22 4- 3ci'2 + 3 cj>2 — 3 -jjTT- C33 

Q 06 . Q ö/? 2 „ 

~~ dt 8S " ~ir C33 ~~ a '^ 32 

Ol 

— 36-C 32 — 3/>2 ^32 — 3 -g£ C 23 

Ö»2 , 1 

— -£- C23 — 0-C22 — Oft C'22 

O d Pt 

— 3-^-C 13 — /?2Ci2 



wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

a = p l 2 +2p 3 + p* — p\ 

Diese Werte, in Gleichungen (1) eingesetzt, ergeben: 

c 32 9£ c 32 o# 

Wo wir, der Kürze wegen, gesetzt haben: 



c 23 
— = s, 

£32 
Mit Hülfe von (1') ergiebt (2): 

— f°* _ 3 P*P» _ Ml f?J 4. 3^ f28 

c 32 |_öaj dt dt J C32 8£ C32 
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Mit Rücksicht auf (1') und (2') ergiebt Gleichung (3): 

da? *° &* + *"■ dx ö [dx) S 
{2p' 2 -ps)s-p 2 (s 2 -^) + [pi -Pi-P't] 



r 2 3 2 i>2 ^3] 

L 8a: 8* dt J 



8* c 32 [ dx dt dt J c 32 

_3 f 88 j?2 ^ 2 ^3 fyi] C33 # 

[^ 2 8* 0OJ 8* dt J C 32 ' 

Nimmt man nun an, dass die rechte Seite null ist, so genügt der 
(A') ein Integral: 



e Cm 



Wann ist nun die rechte Seite null? Wir nehmen an, dass 
der (Ä')i 

z« y ) + P 2 z" + P 3 *' + P 4 * = 0, 



wo also : 



P2=2>2, 

P 3 = 2^2-^3, 

P4=P2— jf?3+P4 



ÖC33 



c 33 und — r^ als Integrale genügen. Wir differentieren ferner (A') 
et 

nach t: 

z = c 33 . 



8# 4 8* 9 8x 2 8* 3 8a? dt 



^ p öc 33 ÖP 2 ÖP 3 ÖP 4 
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und vergleichen diese Gleichung mit der letztgewonnenen Gleichung, 
so finden wir, dass derselben durch die Annahme: 



öc 33 
C23== ~to' 

ö 2 c 83 
£13 = — 



dx 2 



genügt wird. 

3. Wenn die Determinanten 



J/x,x+i -Mx,x+2 JKx,x+s 



verschwinden, so genügt der (A!) ein Integral 






C 31 



falls c 12 , ^221 ^32» ^13? ^23» <? 33 miteinander durch die Gleichung: 



ÖP 2 ÖP 3 ÖP 4 92 P 2 

-^-^ + — ^- — ,32 + -^^ 

9 2 P 3 Ö*P 4 
+ ~ö*2~' 23 ö^ 33 = 



verbunden sind. X = 1, 2 ... 6. 
Wir zeigen dies für A = 1 : 



2 2 

Jf l2 = <? 31 c n — c 2 i c n = 0, (1) 

3 3 

M n = c 3l c*n — c 2l e n = 0, (2) 

4 4 

Jf M = £ 3 1 tf 2l — 021 <?31 = 0. (3) 
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2 4 

Statt die Coefficienten <? 21 . . . c 81 vollständig auszuschreiben, 
wollen wir die Recursionsformel, nach der dieselben berechnet 
werden, angeben; es ist: 



1= 1, . . . 4; * = 2jp 2 4-j9 3 

4 

02, 4-J = 4','4-J + 3 Ci, 4-/ + 3 C , 4-/ 



-2(4-*)!-, 



(8'-<*a 



d=l 



8*' 



rj c 3, 4-d 



d l ~ d b 

+ "^=rf" I 3 C 3, 4-d + 02, 4-d] 

+ dp-/ t 3 C 3, 4-d + 3 C 2 , 4-d + 01, 4-d] J, 



08, 4-/ = 0M-/ + 3 2 ' 4-/ + 3 <?J, 4-/ 4- O , 4-/ 



2 (4 - d),-d 



d=l 



8<-<* & 



^"03, 4-d 



8'" d ft 



4" -g^T I 3 ^, 4-d 4- 2 , 4-d] 



02, 4-/ = 02, 4-/ 4- 2 C?i, 4_j + Co, 4-; 



-2 ( 4 - d )<-* 



d=l 



8'-<*& 



18*' 



=d C M-d 



4" -7^r[2 03,4-d 4- 2 , 4-d] 



3 
03,4-/ 



03, 4-/ + 2 C 2 , 4-/ 4" 01, 4-/ 



d=l 



02, 4-/ = 02, 4-/ 4- 01, 4-/ 



' g/— d ^ 

2j (4 - d) W -T^T 03, 4- d • 
d=l 



w- 
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Setzt man diese Werte in (1) (2) und (3) ein, so erhält man 
analog wie in den beiden früher behandelten Fällen: 



h — — 

°31 



dx* * 82 dx 2 + bS *dx ö \dx) * 2 + 



+ P3 52 -P 2 [^-^] + P 4 = 3-^- 2 ^ + 



dt c n 



8f c 81 8£ c 8l 8£ 2 c 81 

o ^ Ps ^23 __ o d P4 C 83 m 

dt 2 c 3l dt 2 c 3l 



Wenn also die rechte Seite null ist, so genügt der (Ä) ein 
Integral 



-/ ■*-' dx 

e * Csl 



d. h. (A) ist reductibel. 

d 2 c 
Wir setzen nun voraus, dass —ö^- ein* Integral der (Ä) ist, 

und differentiieren die Gleichungen (A') 2 mal nach t: 



z = c 



33 



_^_^33_ , p J^^SS. , p d d %3 . 
fo 4 dt 2 ~*~ 2 ÖX 2 8* 2 8 8# 8« a 

, p ^38 . oi ^Pa ^33 . 3^3 ^33 , 

-^^4 ^ 2 -*-*l ^ Sar>8* 8* örcö^ 

. ÖP 4 fcfc.1 8*P 2 8»P f Ö*P 4 

+ ~8T ~~8TJ + ~8^~ C33 + "er Cs3+ ~W C38 ~ u ' 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit der obigen, so sieht man, 
dass die rechte Seite null wird, falls 



c 23 = 


— ^33 


Ci 3 = 


— C33 


C 8 2 = 


ÖC33 

4 8t 


c n ~ 


2 ö2c33 - 

8# 8£ 


C 12 = 


9 ^SS 



ist. 

4. Wenn die Determinanten 

N\,\+\, N^x+i, Nx,x+t, 
X = 1, 2 • • • 6 

verschwinden, so genügt der (.4') ein Integral: 

d. h. (.4) ist reductibel, falls c n c 12 • • • c 88 durch die Gleichungen: 

8P 2 8P S 8P 4 8*P 2 

8*P 8 8 2 P 4 8»P 2 

+ 8<2 Cil ~ ~W C ™ + "8?" C " + 



8«Pj 8»P 4 

8*« C2S ~ ~W " 38 



H /^.o £«» — ^ .0 ^9» — U 



8 8 c 

miteinander verbunden sind; Durch die Annahme, dass ajt ? 

er 5 
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ein Integral der (Ä) ist, erhält man, indem die (Ä) 3 mal nach 
t differentiiert : 

f 8P 2 9 2 9* c 88 8P, 8 8 2 c 88 8P, 8%, 1 

[8« 9a; 2 8* 2 "*" 8* 9a; 8* 2 8* 8« 2 J + 

( 3 f8 2 P 2 8 2 9c a8 [ 9 2 P 8 9 8 C38 | 8 2 P 4 8 C88 1 



+ 



\ *P* 8i ^s. , öjA 8 8c 88 8 2 P 4 8 C88 1 

[ 8J 2 8a: 2 8* 8* 2 8a; dt dt 2 dt J 

rs^e^ 9^^^ 8^ i 

[ 8* 3 8a; 2 8* 8 8a; 8t 8 S3 J ~~ * 



Vergleicht man diese Gleichung mit der obigen, so findet man: 



Cia = — C33 

C82_Ji 8« 



Coo ö 



d da 



33 



'22 



C\2 — — 3 



8a? d£ 
ö 2 9c 33 



az 2 ö* 

c 31 = 3 



e? 21 — — 3 



c^ = — 3 



Ö 2 t?33_ 

8 ö 2 c 



Ö* 2 



33 



dx dt 2 
ö 2 d 2 c 



33 



11 Ö# 2 ctf 2 

In unseren bisherigen Untersuchungen wurde stillschweigend 

a 

vorausgesetzt, dass alle c\^ von null verschieden sind. 

Es ist von Interesse, noch folgenden Fall zu betrachten; wir 

a a a a 

nehmen an, dass z. B. c 33 = c 2 3 = c l3 = c 3 = sind, setzen die Werte, 
die Formel S. 28 zu Hülfe nehmend, ein und wählen: a = 2. 
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Dann ist: 



2 

033 == 4s + c 2 3 = a) 

2 

023 = C 23 + 013 — P2 033 =0 b) 

2 

013 = 013 H- C 03 — ^?3 033 = 0) 

2 

003 == 003 — JP4 033 = 0. d) 



Differentiiert man a) 3 mal, b) 2 mal, c) einmal nach x, so er- 
hält man 

033 r +i > 2 033 + P3 033 + ^4 033 = O (1) 

d. h. der Gleichung (-4/) genügt ein rationales Integral # = 033. 
Wir nahmen a = 2, weil es vollständig gleichgültig ist, wie 

a a-l 

wir a nehmen, da die c^ genau ebenso durch c^ ausgedrückt 

2 
werden, wie c^ durch cx^. 

Nun mögen 



2222 

032 == 022 — 012 = 002 = 



sein oder: 



2 

032 — 032 + 022 = ai) 

022 = 022 + 012 — P* 032 — 3 ~^ 3 3 = ■ &i) 

012 = 012 + 002 — Pz 032 — 3 -A- 033 = <?,) 

002 = 002— J>4 082 — 3-^038=0. d{) 
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Aus diesen erhält man analog wie früher: 



jv 



032 + P2 032 + P3 C S2 4- P4 £32 4- 



+8 [^* + ^* + tH-° <*> 



Aus der Annahme, dass 



2 

031 = 4l 4- 021 = 



021 = 021 4- 011—^2 031 — 2 -^ £32 — 3 -gp C33 = 

0n = 0n 4- 0oi — Pz 031 — 2 -&L c 32 — 3 -^~ c 33 = 

001 = 001 — Pi C n — 2~öjr 032 — 3 -g~ tf 3 3 = 



folgt: 



031 F H- P% 031 4- P3 031 4" P4 031 4- 2 -Trp 032 4- 






8* 



^ 8P 8 _^ 8P 4 1 [82p 2 u 



ö 2 P Ö 2 P "I 



endlich: 



2 

030 = 030 4- 020 = 

2 ' ö« 2 ö 2 p 2 d 3 » 3 - 

020 = 020 4- 0io — P2 030 öt Cn ~~ ~W C * 2 ~ ~di? C ** = 

2 f ÖP* Ö 2 P<i Ö 3 »o rv 

010 = 010 4" 000—^3 030 — "g^ 031 — "g^ 032 ~ ~^f 033 = 

2 ' ^4 Ö *P* Ö8 ^4 a 

000 = 000 — 2>4 030 — -^" 031 — "p- 032 — "^ 033 = 
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und daraus: 



öP 2 .. 



c™+ P 2 c'zo 4- P 3 4> + P* c 3o+-g^ cn + 
dP s dP 4 d*P 2 „ Ö 2 P 8 , 



8? p 4 ö sp 2 ## ö sp 3 f 

"%2- <to+-gF * 33 + ~öF Ö3: 



+ -^^8 = 0. (4) 



Vergleicht man die Gleichungen (1), (2), (3), (4) miteinander, so 
findet man, ähnlich wie im Falle n — 3 (S. 25), dass, falls alle 

a 

cxjx verschwinden, man eine Gleichung von der Form erhält: 



a 



*33 (3, 0) + c 2Z (2, 0) + <?u (1, 0) + cos (0, 0) = C Y t* + <7 2 * + C 3 , 



wo Ci, C 3 , C 8 Constante sind in Bezug auf £, d. h. z genügt als- 
dann einer Differentialgleichung 3. Ordnung, d. h. (-4) ist re- 
ductibel. 

Anmerkung. Falls in der Differentialgleichung (-4) der 
Coefficient der 3., nach x genommenen Ableitung, nicht null ist, 
so tritt beim Studium der Unterdeterminanten K\#. L^ . . . der 

Unterschied ein, dass das Integral e ' Cs * ... nicht ein Integral 

von (-4'), sondern ein Integral der ersten Associierten von (.4) ist. 

Wir können aus den obigen Betrachtungen den Schluss ziehen, 

dass die Reductibilität der Gleichung (-4) sich auf verschiedene Weise 

a 

kundgiebt; die symmetrische Beschaffenheit der Coefficienten c^ 

a-l 

in Bezug auf ci^ . . . spielt dabei die ausschlaggebende Rolle. 
Nun wollen wir aber noch andere Determinanten betrachten, 

4* 
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x x 

bei denen die Goefficienten c oz . . c n zur Geltung kommen; wir 

führen zu dem Ende die Bezeichnungen ein: 

X (t X |A 

c 33 c 03 — 003 033 = **Xjjl 

X p. X fx. 

033 013 — 013 033 ^ ®^ 

X {* X ji 

032 002 — 002 032 = ©X|x 

X (x X (x 

032 012 — 012 C 3 2 =®X^ 

1 [i X (i 

031 001 — £oi 031 = ®X(i 

''•• X |x X h- ; 

031 Al -— 011 031 == üXp. 

A. I«. X . I* . 

030 000 — 000 030 = ®X|A 

X ft X ft 

030 010 — 010 030 = $Xjx 

1. Wenn die Determinanten 



x,x+i» 93x,x+i und üTx,x+i 
.2=1, 2 . . . 

verschwinden, so genügt der (.4') ein Integral von der Form: 



y? d * 



d. h. (A) ist reductibel. 

Denn setzen wir 2 = 1, so wird 

Ö#033 C33 C33 

<tt Ö C 13 013 023 , 003 A 

0#033 033 033 033 ' 

JP lf = (S. 38). 
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2. Wenn die Determinanten 



©x,x+i, ®x,x+i und -^M+i 



verschwinden, so genügt der (^4) 



-J 



x 

Ca« 



dx 



falls die Gleichung besteht: 



^4 £33 ^8 f"^ £33 

8# C 32 Ö£ Ö# C32 



£33 ^2 
<?32 ^32 



3 



+ 



8p 2 r s 2 <* 






Ö£ dx 2 C32 



_^/£33 # £22 



) 



C22 



ö C33 C33 C22 



^32 



ö# C32 C32 c 32 



= 0. (1) 



ÖPo 



ÖP i/x 

Da so gebaute Coefficienten, wie hier bei -^ und -^~, noch 

weiterhin vorkommen werden, wollen wir dieselben der Kürze 
halber so bezeichnen: 






und unsere Gleichung (1) so schreiben: 
8P4O33.8P3., . 8P 2 

"8T^ + ^r I(Cs$CS2CM)+ "er 



L O« tf 82 J 



(1) 



Ferner ist 



is'is = o Va ' 

OXC& ^32^32 



C22 ^02 o ^P4 g 83 __ q 



9£ C32 



©1 



9 <? 12 <?12 <?22 o 8 .P3 C 33 n 



dxe& 



£32 £32 d£ C32 



L 12 = (siehe S. 41). 



Aus diesen Gleichungen folgt das Gesagte. 
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Wenn aber e *" ein Integral der (Ä) ist, so besteht 

diese Gleichung (1) und Gleichung in N 2 (S. 41) identisch, d. h. 
es ist 



/ (<?33 <?32 <?22) = 

^32 

d ^ (^33 ^32 122) ^22 x __ ^13 
ÜX C32 C 32 



Indem wir in der 1. der beiden Gleichungen beide Seiten mit — 

033 

multiplicieren, erhalten wir: 



£32 ___ £22 £23. 

dx c 88 C33 



aus der 2. folgt: 



81g^? 

C33 c 28 , ^13 



dx c 38 c 33 



3. Wenn die Determinanten 



verschwinden, so genügt der Gleichung (A f ) ein Integral von der 
Form 



i 



x 

X 

e c « 



- 1 &dm 
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falls die Gleichung besteht: 

^^ + V I( * 32 < 3i < 2l)+ ^^ 

d*P 4 Cn ö 2 P 3 ö^Pjö 

+ W i + "^ (C33 *" C22) + ~ÖF[^ i (C33 ^ ^ 

'" I (*»*»*»)]= (1) 



^32 

es sind: 



~ ö 4>i „ Coi c 2 i 9 Öp 4 c 32 «8^P4^i A 
&zc 31 " c 31 c n ot c u dt 2 c 31 

Cr Ö C « ^ " C « C 21 , C 0i 9 8p, C 32 ft d 2 p S C33 n 

U Ö#C 31 ^ C31 C31 C 31 8t C 31 8* 2 C31 

ü/ 12 = (siehe Seite 44). 



Wenn nun 

e J c « 



ein Integral von (Ä) ist, so besteht die Gleichung N 3 und 
Gleichung S. 44 identisch; analog wie in N 2 finden wir: 



ö-lg^ 2 - 

C 31 _ g 21 ^22 

00? C gi C32 



aig.r 



c 22 



6 32 C 22 . C 12 
= r 



9a? c 32 C32 



4. Wenn die Determinanten 



®x,x + i $x,x + i und iVx,x + i 
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verschwinden, so genügt der (A') ein Integral von der Form: 



I 



■lr 8 ' 



'80 



falls die Gleichung besteht: 



8P 4 c 31 8P 3 



dt c B0 dt 

| 8 2 P 4 c 82 | 8 2 P S 
8< 2 c so 



•* ( c 81 C 80 c 2o) "• gjT~ I g^ ■* ( c 31 c 80 c 2o) — ~ ^G •) I 

g^2~ -* ( c 82 c 81 c 2l) + g^2 I glT ' ( C 82 c 31 c 2l) — ~ -*(••) I 



+ ?^Pt^8 . ö 8 _^8 



8l» _ ^;" r ""8^" i(C83<r82C22)+ "8F I fa 1 **»****«)-^ 1 ^ =°- 

• • • (1) 

Es sind: 



(g == JL^22_p ^00/20 dg^l &PiCy ^4 ^33 = q 

12 dxc zo c zo <? 3 o ö£ c zo dt 2 Cm dt* c 80 

fi = -^.£iO_ _ glO g20 4)0 ÖPs € n d *Ps C 32 ^^3 g 33 = q 

^ 12 ~~ dx C 30 C 30 C 3 ^30 Üt ^30 8 ^ 2 ^30 8 ^ 3 ^30 

N^ = (siehe Seite 47). 
Wenn 



e c » 



X 



ein Integral der (.4') ist, 30 bestehen die Gleichungen (1) und 
die Gleichung von N 4 (S. 47) identisch; man findet: 



81g^ 

C30 __ <?20 £21 

^X <7 30 C n 

81g. 2» 

^31 = £21 ^11 



dx c %i c n 
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Aus den Ausdrücken kann man leicht die Beziehnngen 
zwischen den Coefficienten q x , g 2 , } s , q 4 der Differentialgleichung 
(B) ablesen, wenn man speciell die Annahme macht, dass der 
(Ä) 4 Integrale Genüge leisten 

-f^dx -/±dx -f^dx -f±dx 

e Je « e Je ~ e Jc » e J *- 



welche sich voneinander um constante Factoren unterscheiden, 
z. B.: 

_/*« dx -f± dx 

e = Const. e 



also: 






oder: 






setzen die Werte von c^ und c^ aus S. 27 ein, so erhalten wir; 



?i = C\ Ja + Ci 
u. s. w. 
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In dem Falle, wo die Ordnung der 2. Differentialgleichung 
(B) höher ist als die von (Ä), wo man also die Monodromie- 
gruppe als vom Parameter abhängig anzunehmen hat, lassen sich 
die Criterien für die Reductibilität der Gleichung (A) bzw. (B) 
auf genau dieselbe Weise wie hier führen. Wird nun ganz 
allgemein der Fall zweier Differentialgleichungen nter und mter 
Ordnung ins Auge gefasst, wowgw, so kann ein analoges Ver- 
fahren eingeschlagen werden, um etwaige Reductibilität nach- 
zuweisen: dabei spielt der symmetrische Bau der Coefficienten 

a 

tfxn . . . eine ganz hervorragende Rolle. 



Es sei mir an dieser Stelle gestattet, meinem hochverehrten 
Lehrer Herrn Prof. Lazarus Fuchs in Berlin und Herrn Prof. 
Albert Wangerin in Halle für das mir stets bewiesene freund- 
liche Entgegenkommen meinen tiefsten Dank auszusprechen. 



Vita. 



Natus sum Julius Levy Mosquae Nonis Februariis anni h. s. 
LXXV patre Jacobo Johanno, quem praematura morte ereptum 
valde lugeo, matre Theresia e gente Levy. Fidei adscriptus sum 
evangelicae. Postquam per novem annos initio Progymnasium 
Mosquense, deinde quintum Gymnasium frequentavi, a. D. 
MDGCCXGII almam matrem adii Berolinensem ibique per decem 
semestria, deinde Haiensem cum Vitebergensi consociatam, ubi 
ab hinc uno semestrio commoratus sum; rebus me dedi: im- 
primis mathematicis , physicis, meteorologicis , philosophicis, 
chemicis. Viros audivi illustrissimos et doctissimos: Berolini: 
de Bezold, Blasius, du Bois Reymond f, Fischer, Fock, Frobenius, 
Fuchs, de Gizycki f, de Helmholtz +, Hettner, van t'Hoff, Knob- 
lauch, Kundt fj Planck, Paulsen, Schlesinger, Schwarz, Stumpf, 
Wien, Zeller, Halis: Dorn, Erdmann, Wangerin. Seminarii 
mathematici Berolinensis cui viri celeberrimi Fuchs, Schwarz, 
Frobenius praesunt, per quattuor semestria, laboratorii physici 
viri celeberrimi Warburg per sex menses, seminarii philosophici 
viri celeberrimi Stumpf per sex menses sodalis fui. Societatis 
mathematicae universitatis Berolinensis ab hinc novem semestriis 
sum sodalis. 

Omnibus his viris de me meritis, imprimis Lazaro Fuchs et 
Alberto Wangerin gratias quam maximas ago semperque habebo. 



Druck von 6. Bernstein in Berlin. 



